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1 (解答)

(1) 固有多項式を計算すると,

|xI →A| =

∣∣∣∣∣∣∣

x→ 4 →1 0

2 x→ 1 →1

0 0 x→ 2

∣∣∣∣∣∣∣
= (x→ 3)(x→ 2)2

であり, 固有値は λ = 2, 3.

λ = 2について, 固有空間 V2 の次元を求める.

2I →A =

⎛

⎜⎝
→2 →1 0

2 1 →1

0 0 0

⎞

⎟⎠ 階段化→

⎛

⎜⎝
1 1/2 0

0 0 1

0 0 0

⎞

⎟⎠

であり, rank (2I →A) = 2より, dimV2 = 3→ rank (2I →A) = 3→ 2 = 1.

固有多項式における λ = 2の重複度が 2であるのに対して, 固有空間の次元が 1なので, 対角化不
可能.

(2) |An| = n+ 1.

nに関する帰納法で証明する.

(i) n = 1のとき, |A1| = |2| = 2 = 1 + 1より成立.

n = 2のとき, |A2| = 2 · 2→ 1 · 1 = 3 = 2 + 1より成立.

(ii) n ≥ 3とし, n → 1, n → 2の場合に成立すると仮定する. An の 1行目に沿って余因子展開をす
ると,

|An| = 2|An−1|→ |An−2|

= 2((n→ 1) + 1)→ ((n→ 2) + 1) (∵帰納法の仮定)

= n+ 1

以上より, |An| = n+ 1.

(3) (i)

(
x1 x2 x3

)
=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 →1

1 1 1

1 →1 5

1 1 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
階段化→

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 3

0 1 →2

0 0 0

0 0 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

であることから, x1,x2 が V の基底であり, dimV = 2.

(ii) y1,y2 は明らかに 1次独立であり, W の基底である. w ∈ V ∩W とすると,

w = c1x1 + c2x2 = d1y1 + d2y2

を満たす c1, c2, d1, d2 が存在する. 斉次連立方程式
c1x1 + c2x2 → d1y1 → d2y2 = 0

を解くと, c1 = c2 = d1 = d2 となり, w = d2(y1 + y2).よって, dimV ∩W = 1.
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2 (1) λを Aの固有値, v != 0を Aの λに属する固有ベクトルとすると
Av = λv

一方で, A = A2 より
Av = A2v = A(Av) = A(λv) = λ(Av) = λ(λv) = λ2v

よって, λv = λ2v, λ2 − λ = 0 (∵ v != 0), λ = 0, 1.

よって固有値が取りえる値は λ = 0, 1.

(2) x ∈ Ker f とすると Ax = 0が成立. この時,

x = Ex = (A+B)x = Ax+Bx = 0+Bx = g(x)

が成立し, x ∈ Im g.

仮定より
A+B = E

A(A+B) = A

A2 +AB = A

AB = 0

が成立する. ここで x ∈ Im gとすると, x = g(y) = Byとなる y ∈ Rn が存在.

この時,

f(x) = Ax = A(By) = (AB)y = 0y = 0

よって, x ∈ Kerf が成立.

よって, Kerf = Im g

(3) dim Im f = rankA, dim Im g = rankB である.

また, (2)により Kerf = Im gであり, dimKer f = dim Im g = rankB.

次元公式より,

dim Im f + dimKer f = n

rankA+ rankB = n
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1 (1)

Rn = eθx
xn

n!
, θ ∈ (0, 1)

(2) s ∈ Nに対して不等式 ∣∣∣∣
x

2k + s

∣∣∣∣ ≤
1

2

が成立することに注意すると
∣∣∣∣
xn

n!

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
x2k

(2k)!

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
xn→2k

n!/(2k)!

∣∣∣∣ ≤
k2k

(2k)!
·
(
1

2

)n→2k

となる.

(3) θ ∈ (0, 1)であることと, |x| ≤ kであるような k ∈ Nに対して eθx ≤ ek である. また (2)より k < n

を満たすような十分大きな n ∈ Nに対して
|Rn| ≤ ek

k2k

(2k)!
·
(
1

2

)n→2k

となるので lim
n→∞

Rn = 0である.

2 (1) fx(x, y) = −2xe→(x2+2y2), fy(x, y) = −4ye→(x2+2y2).

(2) (x, y) = (0, 0)

(3)

H = e→x2→2y2

(
4x2 − 2 8xy

8xy 16y2 − 4

)

なので原点での値は
H =

(
−2 0

0 −4

)

となり (0, 0)で極大値 1をとる.

3 変数変換 ⎧
⎨

⎩
x = r cos θ

y = r sin θ

を行うと領域Dは
D =

{
(r, θ) ∈ R2 | 1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ π

2

}

と円環領域となり, 求める積分は dxdy = rdrdθに注意すると
∫∫

D
f(x, y) dxdy =

∫ π
2

0
r log r dxdy

=

(
log 2− 3

8

)
π

となる.


